数学 课外 读物 对 看 助 学 生 学 好 数学 ， 扩 大 他 们 的 数学 
知识 领域 ,是 很 有 好 外 的， 近年 来 , 越 来 越 多 的 中 学 学 生 和 教 
师 , 都 追 切 希 望 吕 版 更 多 的 适合 中 学 生 阅 读 的 通俗 数学 读物 . 
我 们 的 请 一 些 数学 工作 者, 编 了 这 套 “ 炒 学 小 丛书 ”陆续 分 骨 
出 版 , 米 适 应 这 个 要 求 . 

这 赛 书 打算 介绍 一 些 课 外 的 数学 知识 ， 以 扩 天 学 生 的 知 
识 领域 , 加 深 对 数学 基础 知识 的 掌握 , 引导 学 生 狼 立 思考 ， 迎 
人 论 联 系 实际 ， 

这 是 我 们 的 初步 总 法 和 尝试 ， 狼 切 屯 希望 数学 工作 者 和 
读者 对 我 们 的 工作 提出 宝贵 的 党 见 和 建议 ， 更 希望 数学 工作 
考 为 中 尝 生 号 出 更 多 更 好 的 数学 课外 读 息 ， 

北京 市 数学 会 
1962 年 4 丘 


一 飞 : 园 周 愤 数 三 丈 一 上 四 寸 一 分 五 星 思 毫 二 种 七 息 ! 鹏 数 三 
光一 尺 四 寸 一 分 五 厘 志 迹 二 秒 六 扳 ! 正 数 在 侠 脑 二 展 之 间 . 
密 素 : 贺 径 一 百 一 十 三 , 置 阁 云 百 下 十 五 ;的 率 ; 国 你 七 ,局 二 
才 二 ,………… 指 要 粮 密 , 算 兵 之 最 者 由 。 所 蔷 叫 ,名 装 艇 不 ,学 官 
医 能 究 其 深奥 ,是 故 上 度 而 不 锥 .” 

一 一 唐 长 示 无 忌 介 育 囊 3 从 十 矿 律 历 灾 十 一 一 一 
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农历 的 有 日 友 月 小 ,加 年 阅 月 … a 
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硼 算 方法 … 


有 理 数 下 浙 实 类 
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实数 作为 有 理 数 的 极限 … 
其 佳 逼 近 … 


一 祖冲之 的 的 率 斩 和 首 率 着 


* 和 候 冲 之 是 我 国 十 代 的 作 大 数学 家 。 他 生 于 公元 429 年 ， 
闻 于 公元 500 年 。 他 的 儿子 租 蛤 和 怨 的 孙 ' 子 财 语 ,也 孝 是 数 
学 家 , 普 算 历 。 | 

基于 贺 疝 率 T， 丰 六 之 的 中 献 有 一， 

(1)83.1415926<7 <3.1415927} 

(1) 他 用 从 作为 物 率 ,了 作为 密 率 . 

这 旦 精 盯 号 刘 微 禾 图 术 之 请 的 恒 变 器 展 ， 潮 微 眠 图 内 接 
正六 边 形 起 算 , 合 过 数 一 信 一 锚地 增加 , 妇 12,24,48,96w*…* 
下 86,……，, 因 而 逐个 算出 六 边 形 .十 二 按 形 ,二 十 四 边 形 ……: 
的 面积 ,这 些 数 巾 逐步 地 妃 近 回 周 率 ， 刘 微 方法 的 特点 ,是 得 
出 一 批 一 个 大 于 一 个 的 数值 ,这 梯 且 一 步 一 步 地 逼近 图 周 来 . 
这 上 方 涩 是 可 以 巨 陵 精密 地 汉 近 图 周 认 的 ,但 每 一 并 都 比 回 周 
率 小 ， 

望 六 之 的 于 黑 (1) 从 下 下 两 方面 指出 了 图 周 率 的 误差 范 
围 。 这 是 大 家 都 容易 看 到 的 密实 ,因此 在 这 本 小 书 申 不 巴 备 
多 苦 ， 我 只 准备 着 时 地 菩 一 丙 灯 ,在 训 到 3 的 时 人 
一 定 能 从 

bl 


T1133.1415929. 


有 
市 


小 数 ， 也 有 人 会 指出 这 一 发 现 比 欧洲 人 早 了 一 于 年 。 因 为 德 
国人 奥 托 (Valenlinus Otto) 在 1573 年 才 发 现 这 个 分 数 ， 如 
果 更 深入 地 得 一 下 ,就 会 发 现 哩 和 3 的 意义 还 远 不 止 这 
些 。 有 些 人 中 为 著 时 的 人 人 喜欢 用 及 数 玉 时 贫 。 这 样 着 辕 是 
未 珊 太 简单 了 。 其 实 其 中 了 孕育 着 不 少 道理 ,这 道理 可 以 用 来 
推算 天 文 上 的 很 多 现象 。 无 恬 平 得 审 之 租 孙 三 代 都 是 算 历 的 
专家 ， 这 个 移 率 和 密 率 ,提出 了 “出 有 理 数 最 佬 过 近 实 数 ”的 
阅 题 ,“ 壮 近 ? 这 个 概念 在 近代 数学 中 是 十 分 重要 的 


人 造 行 星 将 子 2113 年 又 接近 地 球 


我 们 暂 电 把 “用 有 理 数 最 佳 示 近 实数 "的 问题 放 一 放 , 而 
再 提 一 个 事实 ， 

1959 年 苏联 第 一 次 发 射 了 一 个 人 造 行星 , 报 上 长 ,苏联 某 
专家 算出 ,五 年 后 这 个 人 造 行 星 又 将 接近 地 球 ,在 2113 年 又 
将 非常 搂 近 地 球 ， 这 是 怎样 算出 来 的 ? 难 不 难 ,深奥 不 深 淆 ? 
我 们 中 学 生 能 得 不 能 屯 ? ”我 说 能 懂 的 ! 不 需要 专家 ,中 学 生 
是 可 以 学 懂 这 个 方法 的 。 

先 看 为 什么 五 年 后 这 个 人 先行 星 会 搂 近 地 球 。 报 上 登 过 
这 个 人 造 行 星 生 太 阳 一 周 的 时 间 是 450 天 。 如 果 以 地 球 钢 日 
一 网 360 天 般 钼 , 地 球 走 五 团 和 人 造 行星 老 四 图 不 都 是 1800 
天 杉 ? 因此 五 年 后 地 球 和 人 进行 星 将 相互 搂 近 。 至 二 为 什么 
在 2113 年 这 个 人 选 行星 和 地 球 又 将 非常 接近 ? 我 们 将 在 第 
四 节 中 吉明 ， 

再 看 五 图 是 怎样 算 几 来 的 。 任何 中 学 生 都 全 回答; 这 忆 


由 于 先 分 

360 _4 

450 后 
而 得 来 的 ， 或 者 这 征求 450 和 360 的 最 小 公 倍 数 而 得 来 的 ， 
它们 的 最 小 公信 数 是 1800, 而 匡 六 = 5 ,总 让 = 4 ;也 就 是 当 
地 球 燃 太阳 五 图 于 ,人 赣 行 星 怡 好 问 到 了 原来 的 位 置 , 求 最 
小 公 倍 数 在 这 几 鬼 到 了 用 场 ， 在 进入 下 节 介 绍 驾 塌 相 除 法 之 
前 ,我 们 再 脱 一 名 ,地 球 太 太 阳 并 不 尽 360 天 一 周 ,而 是 365 于 
天 . 因而 仅仅 学 会 求 最 小 公 售 数 法 还 不 能 够 应 付 这 一 加 是 ， 


还 须 更 上 上 一 层 楼 。 


三 ” 摧 塌 相 除法 和 连 分 数 


我 们 还 是 循序 潮 进 吧 。 先 从 简单 的 ( 原 米 在 小 学 或 初中 
一 年 玫 芍 授 的 ) 思 轴 相 除法 衣 超 。 但 我 们 采用 较 高 的 形式 ,用 
用 学 过 代数 学 的 同学 所 能 理解 的 形式 

精 两 个 正 整 数 4 和 6, 用 58 除 4 得 商 %0, 余 数 *+， 写 成 式 子 

a=00b + 0 RT C1) 
这 是 最 基本 的 式 子 。 如果? 等 于 0 ,那么 5 可 以 除 尽 4, 而 4、 
五 的 最 大 公 角 数 就 是 5。 

如 果 7 夺 0 ,再 用 7 路 5 得 商 1 余数 71, 郎 
. b= + ry 0 ner, (2) 
如 果 宛 = 0 ,那么 rr 除 尽 53, 由 (1) 它 也 除 尽 g4。 双 酝 何 一 个 
除 尽 g 和 5 的 数 , 册 (1) 也 一 定 除 尽 7?。 因 此 ,7 是 4&6 的 最 
大 公 秽 数 。 

旭 果 训 夺 0, 用 除 *, 得 商 吉 , 余 就 7, 好 


P= r+ Ty Ourn<n, 1 (8) 
如 果 四 = 0 ,那么 由 (2)m 是 2 的 公约 数 ,由 (1) 它 也 是 
4 的 公 租 数 。 反 之 , 如 果 一 数 除 得 尽 5 2, 那 由 ( 1 ) 它 一 定 
除 得 尽 了 7, 包 (2) 它 一 定 除 得 尽 7, 7 所 以 守 基 a.5 的 最 
大 公 租 数 ， . 
如 果 7 夺 0, 天 用 7w 除 7 如 法 进行 由 于 rT 和 > 
> > 0) 深 步 小 下 米 , 因 此 轻 过 有 限 步 骆 后 一 定 可 
以 我 出 a.5 的 最 大 公 徇 数 末 ( 最 大 公物 数 可 以 是 1 )}。 这 就 是 
这 塌 相 除法 , 蕊 称 欧 用 里 得 算法 。 这 个 方法 是 我 俏 这 本 小 册 
例 | 求 360 和 450 的 最 火 公 葛 煞 。 
450=1 x 360 +90, 
360= 4 x 90, 
所 以 90 是 860,450 的 最 大 公 移 数 。 由 于 最 小 公 傅 数 舌 于 两 
数 让 乘 再 除 以 最 天公 葛 数 ,因此 这 二 数 的 最 小 公 俏 数 敌 于 
360 x 450 90 = 1800，, 
因而 得 出 上 节 的 娃 粹 ， 
例 ? 闯 42897 和 18644 的 最 大 公 秽 数 . 
42897=2 x 18644+5609, 
18644—2 X5809+1817, 
5609-=3x1837 二 153， 
1817=11x 158 +79, 
158=2X79, 
因此 最 大 公 犁 数 符 于 79， 
总 


家 二 ! 崩 莫 区划 7 下 ; 
428537 
一 3828 | 3 .18644 


2 六 Ds 


4 .609 _ 
T1804” 2 +18614 + 


于 


i 
| 


这 宰 的 生 分 交加 人 数 了 我 们 把 它 写成 


1 4 
2 士 订 4 计 + 到 二 二， 


注意 2.3,8,11,2 都 是 草 或 中 间 一 行 的 数字 。 倒 算 问 去 ,得 
. 1 1 1 了 1 2 


ol 一 2. ~ 
2 T3449 + 首 
| 0041 -95 
一 2 十 于 + 行 二 2 十 3 一 区 8 


这 就 是 原来 分 数 的 诈 约 分 效 ， 


依次 截 段 得 
了 工 _ 了 1 1_ 只 1 1 1_280 
2， 2213 2THr3™ 2 ++3+1™ 119. 


这 些 分 数 称 为 六 3 的 渐 近 分 数 .我们 看 到 第 一 个 渐 近 分 数 比 
2 小 ,第 二 个 渐 近 分 数 比 它 大 , 第 三 个 又 比 它 小 ,-…… 为 什 
么 吓人 散 靳 近 分 数 ? 我 们 看 一 下 分 母 不 超过 10 的 分 数 和 5 
相 接近 的 情况 . 

分 母 是 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10， 而 最 搂 近 于 -多 的 分 数 
是 2 5 7 8 12 14161921 23 


1;23934157637.819310. 
取 二 位 小 数 , 它 们 分 别 等 于 
2,.00,2.50,2.33,2.25,2.40,2.33,2.,29,2.38,2.33,2.,30，, 
和 二 2.30 相 比 较 , 可 以 发 现 其 中 有 几 个 特 出 的 多 揭 分 数 
吧 让 


1,2,8,7,10, 
这 几 个 数 比 它们 以 前 的 数 都 更 接近 于 -人 63 。 而 其 中 后 , 也 , 若 
都 是 由 连 分 数 惟 段 算出 的 数 , 朗 它们 都 是 渐 近 分 数 ， 
0 我 们 现在 5 条， 他 113 的 分 数 生 |， 没有 一 个 上 比 
Bd3 2860| 1 


356 13) Ya6x13., 
命 世 是 任 一 分 母 小 于 113 的 分 数 ,那么 


| 旦 中 = 民 5485 一 名 89| ~ 1 
2398 238 xb 238xb ” 298x119. 
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四 ” 管 第 二 节 的 立 
现在 我 们 求 回 竺 第 二 节 里 的 问题 ,怎样 算出 人 造 行星 
2113 年 又 将 非常 接近 地 球 ? 
人 造 行星 樟 日 一 周 需 450 天 , 地 球 向 日 一 周 是 355 子 天 。 
如 果 以 诗 天 做 单位 ,那么 人 造 行星 和 地 球 欧 日 一 周 的 时 间 生 
为 18 史 和 1461 个 单位 。 如 上 节 所 药 的 方法 ， 


1800 461 
1461 I 
339 4 1356 
315 3 103 
24 14 96 
18 12 9 
6 |+ 6 
6 2 3 ， 
0 | 
争 得 如 分 数 
1+1 i11111 
三 十 急 十 和 十 2 十 1 十 名 。 
由 此 得 淅 近 分 数 


1 5 1 1 18 
l,1 +4 ,1+ 1 


i 1 1 1 154 ..,.. 
l T4444+3 128, 


第 一 个 沐 过 分 数 襄 明 了 地 球 5 图, 人造 行星 4 图, 郎 五 年 后 人 

造 行 性 和 地 球 接近 ,但 地 球 16 图 ,人 造 行星 13 圈 凌 接近 些 ， 

地 球 69 图 ,人 人造 行星 56 圈 还 机 接近 些 ; 而 地 球 154 图 , 人造 
11 


行星 125 圈 又 更 机 搂 近 些 。 这 就 是 报 上 所 登 的 苏联 专家 所 算 
出 的 数字 了 ,这 也 就 是 在 。 
: 1859 + 154 一 2113 
年 ， 人 入 行星 将 非常 接近 胞 式 的 道理 。 

当然 ,内 于 迹 分 数 还 可 以 耻 下 者， 所 以 我 们 可 以 更 精 家 好 
筑 下 支 ; 但 是 因为 450 天 和 365 于 天 这 两 个 棕 蔡 ; 身 苦 共和 殷 
精确 ， 所 以 再 错 算 下 去 也 就 沟 有 广大 的 如 名字。 从 请 痢 不 
妨 作为 习题 再 算 上 一 项 ， 


五 的 率 条 密 率 的 内 在 意义 


让 上 厄 中 , 我 们 将 365+、450 冬 4 以 后 再 算 ， 实际 上 ， 
站 求 两 个 分数 的 比 的 连 妇 数 肝 ,不 必 把 它们 化 为 湖 个 整数 再 
算 ， . 

例如 , 3.14159265 和 1 可 以 奸 算 如 下 ， 


3.14159265 | 1 
|, 
Nn.14159265 | ?| 0.99114855 
0,13277175 15. 0.00885145 
~ 0.00882090 | 1 0 .00882090 
0.00003055 ， 
部 得 
_ai! 1 
和 
潮 近 分 数 郑 


3 [ 径 一 周三 ,有 周 普 算 径 2， 


3 二 于 = 漳 5 鹊 率 , 何 承 天 (公元 3870-447))， 
了 1 8 
3 和 06. 


3 汪汪， 十 .30 [ 密 这 , 硼 冲 之 (公元 429-500)]. 


ior I 
实际 算出 学 和 19 9.1415029, 视差 分 剧 在 小 数 点 
后 狂 三 信和 第 上 位， 


113 
用 此 区 =3， 14159265 刘 笨 客 的 加 居 率 于 和 ， 我 们 可 以 


得 出 


1 
F444 T+ om tli+.. 


和 二 一个 本 -区 衣 这 是 一 个 委 不 安 品 旭 
忆 , 也 不 便于 应 用 的 下。 
以 下 的 表扬 说明 ,分 母 纱 7 小 的 分 数 不 比 池 页 搁 近 于 


m+ 


分母 容 于 8 的 也 不 比 尝 更 接近 于 亚 。 
分 NE g 715 | 分 p| “~? 
1 5106 | 3 | 0.118 
2 6.2832 6 0.1416 
3 | 9. 科 把 9 0.1416 
4 | .50064 13 一 由 1084 
5 | 下 .7080 16 一 0.0584 
6 18.8496 苇 —0.0251 
7 | 09 —0.0018 
3 | 95,1328 25 | 0.0i66 


! 


关于 于 - 也 有 同样 外 贸 ( 以 后 将 会 证 朋 的 )。 为 了 避 芝 不 
1 


必要 的 面 算 ,我 侈 仅 指 出 ， 


= 一生 | 一 = 一 弛 | 0 

-~ 更 |= 0.00009. 

[3 =0.0014, 
jw 一 2| -0.0013, 
一 中 | =0.0000007， 
j=— 了 | 一 0.0012， 


以 了 各 的 镁 盖 为 最 小 。 
总 之 ,在 分 母 不 比 8 107,、 114 大 的 分 数 中 , 苍 别 不 比 守 


加 ,了 向 更 接近 于 ws 而 池 , 了 ?5 又 是 两 个 相当 便于 二 忆 和 应 
用 的 分 数 。 我 国 古 代 的 数学 家 租 冲 之 能 在 这 么 早 的 年 代 , 得 
到 = 的 这 样 两 个 很 理想 的 近似 值 ,是 多 么 不 简单 的 事 。 


注 合 ”并 不 是 仅 有 这 些 数 有 这 证 贸 , 例如 时 >- 就 是 一 个 。 
| = 一 -| =0.0013, | =0.000%, 
314 
= 一 中 | =o.oms。 
色 
11429 8,11 H07， 5 一 3.1409， 


这 孝明 327 雍 另 旬 开 个 数 来 每 好 ,但是 它 的 分 时 此 的 分 叶 淡 :而 且 


i120 
3 更 精密 . 老 的 情 密 座 走 洒落 后 季 -533 


了 1 06° 


过 不 出 
14 


六 ”为 什么 四 年 一 天 ,而 百年 又 少 一 疼 ? 


如 果 垃 球 杂 太阳 一 周二 365 天 整 , 那 我 们 就 不 需要 分 平 
年 和 间 华 了 . 也 就 是 沪 有 有 必 杰 每 也 四 年 把 二 月 伤 的 28 天 改 为 
29 大 了 . 

如 果 地 球 袍 太阴 一 周 输 恰 是 366 让 天 , 那 我 们 四 年 加 一 
天 的 算 鞭 琉 主 精明 , 没 有 必要 全 涌 一 再 年 又 少 有 一 天 了 ， 

如 昌 地 球 狂 太阳 一 周 稍 千 送 365.24 4 六, 那 一 下 年 必须 和 有 
24 个 国 年 ， 年 一 闭 而 百年 少 一 阅 ， 这 就是 我 科 用 的 田 法 
的 洒 源 。 由 忆 > 订 知 ; 每 四 人 (分母 } 年 机 一 (分 子 ) 天 ;由 - 2 本 天， 
A 加 24 【分子 ?天 。 

是 事实 并 不 这 样 明 单 ,地球 缮 目 一 周 的 时间 基 
365.2422 龙 。 由 


， 29429 
0.2422 = 7100 


可 知 ; 一 万 年 庶 加 上 2422 天 ,但 探 百 年 2 和 关 计 算 只 可 了 
3400 天 , 电 然 少儿 了 22 并， 

现在 放荡 站 用 求 如 分 煞 的 新 近 分 数 求 求 得 更 精密 的 类 
果 。 


我 们 知道 地 球 弹 本 队 一 周 需 时 365 天 5 小 时 4 分 答 秒 ， 


也 :过 
-5 48 6 wee10463 
360 + 1 Tax -SG 9065 3200 
展开 得 过 分数 
104634 ss 1 1 工 工 工 工 
365 .361 一 353 十 于 二 了 小 二 二 半生 让 二 全， 
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算法 是 


43200 

10433 4 418352 

9436 了 1348 

1027 1 1027 

5863 | 3 321 

避 生 5 38320 
64 [64 1 。 

| 


分 数 部 分 的 洁 近 基数 是 


和 十 了 十 十 各 十 三 十 才 ” 3200 。 


1 i 17 1 1 1 1 1 工 工 下 
和 和 二 4 十 了 二 1 3，4 十 7 二 1 二 128， 
1 1 1 1 1i1_103 

和 十 7 了 Ti 二 3t6 673.; 

1 1 1 1 1 1 10463 


和 下 的 澳 近 分 数 一 樟 , 这 些 渐 近 分 效 世 一 个 比 一 个 精密 ， 这 
瑶 明 风 年 加 一 天 是 初步 匆 最 好 的 这 位 值 ,但 和 9 年 加 7 天 更 精 
密 些 , 33 年 加 8 夫 又 更 精密 些 , 面 99 年 加 2 天 正 是 我 个 百年 
少 一 图 的 下 深 。 由 数 十 出 可 见 128 年 加 3 引 1 天 更 精密 (也 就 是 
风头 三 个 33 年 各 加 8 天 ,后 一 个 29 年 加 7 天 , 共 8x 33 二 29= 


128 年 有 3x3++7==31 天 ), 和 鲜 敬 ， 


所 以 模 少 成 鲍 , 如 果 过 了 43200 年 , 照 百年 24 国 的 算 潜 
一 共 可 了 432 x 34 二 10363 站 ,但 是 昭 精 密 的 旗 算 , 刘 应 当 加 
10463 天 ,一 共 少 加 了 95 天 ， 也 就 是 吸 , 按 照 机 年 24 立 的 算 
法 ,过 43200 年 证 ,人 们 将 提前 95 天 过 年 ,也 就 是 在 秋 初 就 要 


也 


过 年 了 ， 
“不 过 我 们 前 历法 除 杂 定 四 第 一 轩 、 百 年 少 一 疝 外 , 还 订 定 
多 400 春色 加 一 国 , 这 就 差不多 害 侨 了 按 百 年 24 围 于 个 少 算 
的 涛 数 ， 因 比照 我 们 的 历 小 , 即使 过 43200 年 后 , 人 们 世 不 会 
在 秋 初 就 过 年。 我们 的 历法 是 外 当 精确 的 ， 

所 安 功 的 月 大 月 小 . 国 年 圈 月 

农历 的 天 月 三 天、 涂 肯 二 十 九天 是 怎 立 按 排 的 ? 

我 们 先 附 明 什么 咱 诸 望月 ， 出 现 相同 月 面 所 问 栈 的 时 间 
称 为 朔望月, 也 就 是 从 满月 ( 望 ) 到 下 一 个 请 月 , 从 新 月 ( 朔 ) 到 
下 一 个 新 月 , 从 蛾 局 月 ( 沪 ) 到 于 一个 回 样 的 感 层 月 所 间隔 的 
时 说， 我 何 把 期 望月 取 作 安 后 月 ， 

已 狸 知 道 戎 望月 是 29.5896 天 ， 把 小 数 部 分 展 为 过 分 数 
tt 1 1 1 1 7 了 1 > 


FE 一 
TT 二 1 十 了 十 了 十 全 十 二 83dJ4- 1 1 


它 的 渐 近 分 笋 让 
1 1 3 9 28 867 S98 
ij E 全 于 让 5, 17 iy 49, 1634, 16: 33. 


也 六 态 训 ; 议 一 休 月 床 就 ， 节 江 位 的 是 380 天， 两 个 月 右 应 当 
一 大 一 小 ， 而 二 个 月 出 应 当 8 大 7 小 ,17 个 月 吊 98 天 8 小 
钱 等 ， 就 和 9 个 月 米 议 ， 前 两 个 17 个 月 里 , 都 有 9 天 8 小 ,最 
后 6 个 月 盟 , 有 有 8 去 ?了 小 这样 在 49 个 月 中 ,总 有 36 个 大 月 . 

责 说 农历 的 开 月 的 算 汉 . 地 球 焰 日 一 周 锋 365.24%93 天 ， 
疗 望 月 兵 29. S38 3 而 如 下 是 我 们 遂 用 的 农历 肯 , 因此 一 在 
古 应 恋 寡 
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365.3402 ro10.8750 
区 .606 -一 12.37 1229° KG 


个 农历 的 月 份 ,也 就 是 多 于 12 个 月。 因此 农历 有 些 年 是 堆 
个 月 ;而 有 些 年 有 13 个 月 , 称 为 半年 。 把 0.37 展 成 如 分 数 


1 1 1 111 
3+1i+t3+9t1i+s, 


. 0.37= 
它 的 渐 近 分 数 是 


1 1 3 7 10 
2， 3,， 8， 6， 3， 


因此 , 亚 第 一 立 太 多 ,三 年 一 图 太 少 , 八 年 三 赔本 多 ,十 元 年 七 


” 辐 太 少 . 如 果 算 得 更 精密 些 
10.87E 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 


95606 3+] 寺 了 十 6 十 了 二 证 十 名 十 下 十 如 十 六。 
它 的 渐 近 分 数 是 


1 1 3 4 7 1 12 731 .。 
2, 3, 8, ll, 19, 315, 331, 1985,, 


八 火星 大 六 


我 们 知道 地 妹 和 火星 盖 不 多 在 同一 平面 上 围 疾 太阳 旅 
革 ! 火 星 轨 道 在 地 球 就 道 之 外 。 当 术 限 ,地球 和 火星 在 一 址 炳 
上 砷 且 地 妹 在 太阳 和 炎 星 之 半 时 ,这 种 现象 称 为 冲 . 在 神 时 地 
球 和 火星 的 距 褒 比 冲 之 前 和 总之 后 的 中 窗 都 小 ,因此 便于 观 
察 。 地球 款 溢 和 火星 就 道 之 六 的 亚 宛 是 在 远 有 这 的 。 在 她 球 
轨道 和 火星 轨道 最 接近 处 发 生 的 证 昨天 溃 理解 冲 的 现象 最 
方便 的 办 法 是 看 锁 面 。 了 时 计 和 分 首相 重合 就 是 不。12 小 时 中 
有 多 峭 臣 囊 ? 分 外 一 小 时 志 360s《 一 2 ,有 时 什 走 30， (= 个)， 
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大 2 点 正 开始 , 走 了 tt 小 时 后 , 盆 时 和 时 针 的 角度 着 屋 
(2r—1y) 让， 


和 如果 两 计 相 重 , 那么 这 差额 应 是 2 的 整数 们 ,也 就 是 要 求 出 
那 统 守 满足 下 列 等 式 ， 


(2 mI) t =2n, 

其 中 4 是 整数 ,也 就 是 要 找 5 使. 

1s 

了 2 
是 整数 , 即 在 至 , 2xj2，3x 王 小时 队 ,分 针 和 时 计 发 生 
了 冲 , 在 12 小 时 中 共有 11 次 祁 ， 

更 在 回 到 火 吓 大 冲 间 题 。 火星 燃 日 一 局 需 687 天 ,地 球 

缠 日 一 周 党 365 地 天 ， 把 它们 的 比 展 成 加 分 数 


6 jl i 1 I 1 1 
365.265 1 十 了 十 2 十 1 十 1+LI， 
取 一 个 高 近 分 数 
i 1_15 
1 i117 8, 


它 胶 明 地 球 福 日 15 图 和 火星 入 日 8 长 的 时 则 差不多 相等 ,也 
就 是 大 葛 15 年 后 火 昌 地 球 差不多 回 到 了 原 求 的 位 置 ,部 从 第 
一 次 大 冲 到 第 二 次 大 冲 需 则 也 15 年 。 上 一 苞 斥 冲 在 1956 年 
9 月 ,下 一 式 豚 在 1971 年 8 月 。 

再 君 看 种 的 展 况 如 何 ?每 一 天 志 球 转 过 5 5 度 ,火星 转 
过 记 7 度 ， 我们 看 在 什么 时 侯 太 阳 、 地 球 和 火星 在 一 直 效 上. 
在 # 关 之 后 ,地 日 火 的 严 角 竺 于 
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中 某 关 将 许 一 协 瀑 二 -3 并 地 于 在 冯 河和 和 火 是 之 中 中 趟 有 站 
效 有 全 


(2 BIN , 
1 667 
由 
7 55.25 , 
“一 和 人 Xn=700 Xn, 


于 是 当 a12， 必 时 所 求 出 的 # 者 是 发 竺 证 的 上 时间， 其 以 
航 玫 每 了 2 年 50 天 在 一 或 这 i 

注 澡 |” 尘 于 冲 汐 康生 可 京 汇 积 要 环 二 旦 一 旬 ; 但 对 于 大 印信 再 
求 莽 下 洛 共 线 就 行 了 。 然 而 二 塌 苦 要 求 地 妹 壮 六 阳 和 六 星之 间 ， 

泾 巷 3 如: 其 六 可 上 还 有 祁 针 ， 调 是 否 可 能 三 入 前 谷 ? 


妃 日 月 会 


前 面 忆 经 介绍 过 泣 望 月 ,现在 再 介 绥 交点 月 ， 大 家 知道 
地 球 弹 太 可 簿 ,月 党 焙 地 球 塌 。 惠 球 的 地 道 在 一 个 下 面 上 , 称 
为 黄道 面 ,， 研 用 党 的 孝 尊 拜 不 在 这 个 平 商 上 ,因此 月 亮 款 道 
和 这 黄道 而 当 变 晤 。 具体 地 从 ,月 充 从 地 球 加 道 焉 画 的 这 一 
个 尝 到 另 一 向 时 有 一 个 变 点 ,二 从 历 一 策 又 罕 四 过 一 人 中 全 
有 一 个 变 点 ,其 中 一 个 在 地 球 吉 道 圈 肉 ,号 一 个 在 加 外 。 ， 
内 变 上 到 圈 内 女 点 所 乱 情 井 称 为 跑 总 月， 交点 月 前 为 
27.2123 天 。 
当 太 全、 万 跤 和 地 妹 的 中 心 在 一 寥 徐 上 ,这 峙 献 发 瑟 虽 售 
《如 图 1 或 月 但 (如果 月 亮 在 邮 黎 的 另 一 合 )。 如 图 1 ,由 二 
9 


基点 在 一 志 赤 上 , 因 

此 月 亮 一 定 在 地 球 寺 

省 不 面 上 , 也 就 是 月 

亮 在 交点 上 :同时 也 Ni， 
是 月 亮 全 时 的 时 候 ， 冯 R& 
也 就 是 期 。 从 这 样 的 
位 证 再 向 到 同样 的 位 
伍 必 需要 有 二 个 条 
件 : 从 一 变 点 到 局 一 
交点 (这 和 变 点 月 有 关 ); 从 施 到 期 (这 和 朔望月 有 关 )， 现在 
我 们 来 求 问 望 月 和 交点 月 的 比 。 


我 全 有 
806_ L111 1 1 1 11 
1,2123 11 十 了 十 台 十 工 十 妇 二 十 9 十 了 二 25 十 分， 
考 虚 浙 近 分 数 
1+1 1 1 1 1 2 
i++ 中 1+4 93， 
入 223X29.5306 天 一 6585 天 二 18 年 11 天 ， 


这 喜 挟 说 ,加 过 了 242 个 变 点 月 或 223 个 朔望月 以 后 ,太阳 、 
月 普 和 地 球 及 差不多 加 到 了 原 求 的 硼 对 位 择 。 旋 关注 完 的 是 
不 一 定 这 三 个 尖 体 的 中 心 玲 在 一 让 总 上 时 才 上 出现 日 食 或 月 
食 ,血便 一 些 也 会 发 生 , 臣 此 在 这 18 年 11 天 中 会 发 生 好 多 次 
目 贪 大 月 伪 ( 轨 有 41 芒 日 食 和 29 次 月 食 ) ,一 热 粗 侣 两 式 壬 
仿 ( 或 月 食 ) 的 用 辽 时 阅 关 不 是 一 个 国定 的 煞 , 俱 是 经 过 了 18 
年 匡 头 以 语 , 册 于 这 三 个 天 体 及 加 到 了 原来 的 相对 位 置 ,因此 
2 


在 这 18 年 11 夫 中 日 食 、 月 食 发 生 的 规律 又 章 复 实 疡 了 。 这 
个 诡 食 (日 贪 月 仿 的 总 称 ) 的 周期 称 为 沙 罗 周 期 .“ 部 受 " 就 是 
重复 的 意思 。 求 出 了 沙 罗 周 期 ,就 大 大 便于 日 食 月 食 的 测定 。- 


一 口 “日 月 合 辟 ,五 星 联 珠 , 七 饶 同 富 


个 年 (1863 年 ) 二 月 五 日 那天 ,正当 我 们 驳 度 春节 的 有 时候， 
天 室 中 出 现 了 一 个 非常 罕见 的 现象 , 那 就 是 金 , 木 ,水 , 火 . 土 
五 大 行星 在 周一 方向 上 四 现 , 和 而 县 就 在 这 方向 上 月 信 也 下 


发 生 。 这 种 现象 称 为 号 月 合璧, 五 县 联 珠 ,七 眠 则 宫 ( 图 2 )， 
这 是 几 青 年 才 出 现 一 次 的 更 象 ， 
天 文学 家 把 “天 "划分 成 若 于 部 分 ,每 一 部 分 称 为 一 个 星 
座 。 通过 黄道 面 的 共有 12 个 星 证 , 称 为 黄 滥 十 二 富 。 这 次 
金 , 木 ,水 , 火 、 士 .日 .月 七 个 星球 同时 走 到 了 一 个 富 内 ( 宝 沅 
和 窟 ), 耐 日 食 也 在 这 家 内 发 生 ， 
现在 我 们 根据 下 表 来 说 有 明 这 种 现象 是 管 样 发 生 的 。 


虽 别 | 水 吾 | 爹 呈 | 火 中 | 土 吝 | 木 旦 | 太 用 | 月 涡 


床 玛 [318° 13" [320° 30 |a19° EE |321° 5 (323° 45’ 1318"15 | 818° 


讲 替 | ld | 18 "5 | 20°38 | 19°40 | 15 “oe | 168" os | 15°57 


吉 中 的 未 经 和 赤 赫 表示 鞭 一 星球 的 方向 。 如 果 两 个 星球 对 应 
的 赤 和 经 和 赤 入 很 炙 近 ,那么 在 地 球 上 看 起 来 ,它们 在 同一 个 方 
向 上 出 现 。 震中 所 列 是 1962 年 二 月 五 日 那天 各 星球 的 方向 ， 
由 此 可 见 它们 方向 的 相差 是 不 大 和 的、 怎样 来 理解 不 大 ? 刍 面 
上 每 一 小 时 代表 360°/12=30° ,每 一 分 委 代 表 30*/5==6*, 也 
就 是 一 分 钾 的 角度 是 6*。 这 就 可 以 看 出 这 七 个 星球 的 方向 
是 多 么 互相 接近 了 ， 
”为 什么 妈 称 为 五 皇 联 珠 呢 ? 我 们 看 起 来 ,那天 金 . 木 .水 、 
类 ,十 五 星 的 位 倒 盖 不 多 在 一 起 ,但 实际 二 它们 是 有 远 有 过 
的 ,大 此 好 象 申 成 了 一 串珠 子 一 样 。 这 种 现象 也 称 为 五 星 褒 ， 
古代 迷 俏 的 人 把 五 虽 联 球 看 作 吉 联 之 兆 , 因 此 把 相差 不 超过 
45° 的 情况 都 称 为 五 昆 联 球 了 。 
甘于 这 种 现象 , 远 在 二 和 干 多 年 前 ,我 国 历 史上 就 月 了 如 
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戴 。 在 * 汉 己 ? 律 历 志 上 是 这 禅 导 的 ， 
复 复 太 初 历 ,用 期 讨 这 芝 最 久 ， 日 月 加 台 丽 ,五 星 如 速球 ， 
而 号 还 有 一 个 注 ， 
太初 上 元 甲子 蕉 学 关 且 多 至 峙 , 七 量 品 及 聚 斗 这 全 耸 度 ， 
夜 妊 如 合 炙 建 珠 。 
”太初 是 汉 武 帝 的 年 号 ,在 公元 前 104 年 。 
旗 者 一 定 第 望 知 道 何 时 再 发 生 几 个 呈 球 的 联 珠 现象 ,我 
全 在 下 而 两 节 中 提出 一 个 考虑 这 个 问题 的 粗 路 方法 。 


一 一 “ 匣 算 方法 


我 们 玫 以 下 方法 解决 类 似 了 于 上 池 所 操 出 的 问题 . 

冶 题 1 假定 有 内 外 两 峰 癌 殉道 ,外 在 里 图 沿 反 时 针 方 
向 勾 束 行走, 49 分 走 完 一 
图 ; 乙 在 外 于 也 沿 反 时 全 
方向 匀速 行 走 , 86 分 鱼 走 
宪 一 图 。 出 发 时 他 们 和 加 
心 在 一 十 纺 上 间 何 时 
. 引 、 乙 在 男 心 所 张 的 角度 

图 3. 小 于 5” 了 
解 ” 围 每 分 逢 行走 区 度 , 乙 每 分 煞 行 起 个 度 ，4 分 刍 


pt 


后 , 走 过 的 角度 差 是 (如 一 骂 )t .所 以 他 们 与 问心 连 粮 的 角度 
证 


TD. 
= U B27%, 


这 几 扣 是 一 个 自然 数 , 使 旨 的 逢 对 能 地 小 ， 轩 题 一 恋 而 为 ; 
是 条 适时 , 存在 自然 铬 训 使 
| 2 _ 努 ) 一 2rm| < 一 2 关节 一 2 


49 88 861 4， 

也 就 天 
. 1 D7 
i | -一 一 - 一 < 
. 21 “124 
事 市 一 册 福 

;14 .4 

B37 X24 


池 在 击发 贞 革 入 分 香 之 内 来 角 都 小 于 15"， 
班 zn=1, 得 | 
23 各 7 25 


rr 


贡 1090.15< #118.64, 

也 戴 是 醒 ， 出 发 人知 分 钟 所 ,交角 开始 变 得 太 于 15”; 在 出 发 

扩 的 109. 和 证 分 到 118.64 分 之 疯 时 , 夹 角 又 在 15” 内 ， 
一 般 地 齐 ， 


_1 37, .1 
34 “4214" 24 
4d214 4214 4214 /4214 
时 3 如 8 
118.9m—475<77<2113.9m -1 和 .75. 《1》 


这 个 问题 看 漆 蒂 难 ， 而 实质 上 开本 文 万 计 芥 的 其 它 半 题 
独 更 容易 ， 把 这 遂 题 代数 化 一 下 : 假定 曙 、 乙 种 忆 4. 分 钟 走 
完 - 副 那么 / 
[GE 一 串 7 


3 


Wn 二 > < mi) ,3 
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阁 题 2 如果 还 有 一 图 , 丙 以 180 分 链 走 党 一 圈 , 肝 何 时 
三 个 人 司 在 一 个 15” 的 稻 内 ? 

解 ”在 直线 上 用 入 绍 笔 深 上 区 疝 (1), 着 从 0 到 4.75， 
113.9—4.76 到 113.9++4.76，113,9x2 一 4.75 一 113.9X3 
十 生 ,TB e 分 别 涂 上 和 寿 色 。 这 是 甲乙 同 站 15" 角 内 的 时 
有 周 。 同 法 用 丈 色 粳 标 出 甲 ,两 襄 在 15" 和 角 内 的 时 间 , 用 蓝 色 楼 
标 出 乙 , 丙 间 在 15” 角 内 的 时 间 。 那么 三 色 粮 段 的 重复 部 分 
就 起 甲 , 乙 , 丙 三 人 同 在 15” 角 内 的 时 间 . 

当然 ,只 是 为 了 方便 , 才 用 各 色 徐 未 标 出 糙 果 , 层 者 还 是 
应 当 把 它 具体 地 计算 出来 ， 

混在 我 从 向 到 第 十 节 中 所 提出 的 加 是 ,但 把 轩 题 出 想 得 
简单 一 点 。 假设 各 行 旦 在 同一 平面 上 ,以 等 角速度 询 太 阳 旋 
聘 , 它 们 谭 日 一 周 所 而 时 间 列 于 下 表 : 


虽 别 | 水 是 | 多 至 地 球 | 火 虽 | 本 虽 | 士 虽 


二 日 周期 | 3838 大 | 325 尖 年 =365 天 1 年 322 日 |1 年 15 129 年 167 


假 识 在 1962 年 三 月光 日 ,地 球 , 金 , 木 ,水 , 火 , 土 等 星球 ， 
位 于 以 太阳 为 中 心 的 加 的 同一 半年 上 , 间 经 过 多 上 少时 疝 以 后 
它们 都 在 同一 个 30° 的 癌 心 月 内 ? 

这 个 开题 可 以 用 上 而 所 介 灯 的 方法 和 解决。 当然 ,得 淹 的 
精 轩 是 很 粗 酷 的 ,原因 是 竺 行星 村 非 在 一 个 平 画 上 运动 ,而 且 
它 人 内 也 不 是 作 等 角速度 运动 ,所 以 实际 捕 况 很 复杂 。 但 读者 
不 妨 作 为 糠 习 照 上 陶 的 方法 去 计算 一 下 。 
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一 二 ”有理数 琐 近 实数 

以 上 所 由 的 一 些 问题 ,可 以 概括 并 推广 如 下 ， 

粉 定 实数 a (>0) ,要 求 找 一 个 有 理 数 3 去 这 了 近 它 ,器 得 
更 确切 些 ,得 一 自然 数 1, 找 一 个 分 母 不 天 于 玖 的 有 理 数 分， 
使 涡 莽 (a—| 
最 小 . 

这 是 一 个 重要 风 是 ， 由 它 引导 出 数 葵 的 一 个 称 为 丢 秋 图 
(Diophantine) 带 近 险 的 分 支 。 它 也 可 以 看 成 数学 上 各 种 种 
样 豆 近 葵 的 开端 、 

以 上 所 韵 的 感性 知识 告 铬 我 们 ,如果 = 是 一 有 理 数 ,我 从 
把 a 展开 成 严 分 数 ,而 命 全 为 其 第 % 个 渐 近 分 数 , 那么 在 分 
母 不 大 于 gn 的 一 切 分 数 中 ,以 全 和 ce 最 为 接近 。 我 们 将 在 第 
十 五 区 中 证 明 这 一 事实 。 不 但 如 此 , 这 个 事实 对 于 4 是 元 理 
数 的 情形 也 同样 正确 。 为 此 ,我 们 需 训 介 竹 把 无 型 数 展 成 速 
分 数 的 方法 。 

在 第 三 节 中 ,我 向 已 用 慑 转 术 除法 把 一 有 理 数 加 展 成 巡 
分 数 。 现 在 把 那里 的 ( 1) ,( 2 ),…*… 雍 式 加 以 改写 , 便 得 


区 一 fo 十 让 (CO < Y) 

5 
| 一 4 交 《0 < er) 
了 2 一 fn 二 (CO TITng) 
! 2 太一 

Ta 

Yn-1 ” 
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我 们 看 到 ， toy 人 1 


.av-nm 实际 上 也 就 是 用 5 除 a, 用 了 


除 5 膝 rw_l 除 和 以 及 用 办 除 思 后 房 得 套 让 策 数 


的 整数 部 牙 。 如 


潍 末 


qo 一 [全 | ai=[ 卫 | . 


而 二 就 有 如 下 的 迹 分 数 表 示 ， 


性 1 上 
BT Wa 


如 果 以 和 号 [四 来 雪 示 实数 ”的 航 数 车 分 ( 序 不 
大 于 % 的 最 大 著 数 ,例如 [2]=2,[r]=-3,[ 一 1.5]= 


一 2 等 )， 
tt -. tal 
. re- 人 3) 人 = 
Le 
1 1 
dnl, 


对 于 无 理 数 a, 我 昭 也 订 以 用 这 方法 将 它 以 达 分 获 表 未 。 首 
先 玫 ga 的 整数 部 分 [QJ 用 ow 守之 , 然后 看 和 mm 的 差 ， 


a 一 qq 一 充 ( 注 塌 , 因 为 «是 无理 数 ,a 一 


整 娄 部 从 Cao] 3 

证 , 命 2 一 Tc]， 
全 1 一 Tos] 1 
ca 一 [oa 了]， 

于 是 显 甬 有 


= /yg i 
rl 


了 


壮 它 为 ol, 而 改写 心 和 四 的 益 , 一 41 二 击 
(注音 ,aa> 1)s 再 取 mm 的 整数 部 分 为 msc- 


二 to + 


号 由 


3 1 了 
Qi git qs 


定 大 于 1)3 再 取 a 的 


千 竺 ， 也 就 是 


1 
Ts, 


工 
一 0 


在 冲 五 书 开头 我 问 就 必 按 照 这 个 方法 去 求 天 的 连 分 数 的 。 和 

有 涯 数 的 情形 一 样 , 称 

oo+ 到 4 二 4 起 

为 “的 第 % 个 渐 近 分 数 ，。 关于 请 近 分 数 的 - 些 基本 由 针 将 

在 下 节 中 加 以 吏 明 . 
上 而已 却 静 过 ， 我 们 将 在 第 十 下 节 中 证 项 ， 和 是 太 = 

则 3 的 确 是 策 jx 下 | (9 所 林 一 gn) 为 最 小 的 有 理 数 . 


但 是 并 车 仅 有 名 有 这 种 性 轩 , 例 如 ,在 第 三 节 中 我们 


A 


__ 548 
a= 8, NW™7; 


而 上 生 一 站 在 所 有 分 国 不 大 于 7 的 分 数 中 最 镇 近 于 wm 但 ? ## 
非 st 的 河 这 分 效 .， 


号 < 是 一 记 放 ,其 且 假定 它 书 形成 速 妇 数 


二 
人 碰 一 Ga 十 二 二 下 二 


次 竞 徐 列 ， be 上 的 前 三 个 漳 近 分数 是 


11) 十 
0 1 Gl : #951 十 * 


一 般 弛 ,有 


名 有 齐 六 全 八 连 身 数 尖 东 一 定 是 有 尽 的 , 西 无 理 歼 4 的 波 分 孝 宴 示 划 一 
宗 无 尽 ， 


3 


定理 | 如 会 

Pro Pi=d10t+1, Prt-1t Pry O22), 
= 1, ~ 各 一 ndn 1+ (2), 
哪 么 从 就 是 4 的 第 中 不 剖 近 分 数 ， 

证 当 m= 2 时, 定理 已 轻 正 依 , 现在 用 数 学 归 本 法 赴 
明定 理 。 

我 们 看 到 , 9 的 第 % 一 1 个 淅 近 分 煌 


1 1 1 
人 
和 a 的 第 %* 个 渐 近 分 数 
gti 1 1 


二 as tdn-t + 


的 差别 仅 在 于 将 aw-1 痪 成 a-1+ 志 所 以 车 定理 对 一 1 正 
确 , 也 就 是 如 果 a 的 第 ”一 1 个 浙 近 分 数 是 


Drs dnt Dua Pea 
Gnd rl a 


天 么 第 % 个 轩 近 分 数 应 时 


(an 二 之) 了 Pr 十 Pa-3 
机 


(an 十) fn dn 


Mn iDns Dar-3) + Pre 


Gntqn m1Tn -2 Fn 十 三 #2 


Sohnit na- Pn 
Gn tn 2 ne 


定理 母 曾 还 虹 ， 

有 了 这 个 雍 玲 公式 ,我 们 就 可 以 根据 a 的 连 分 数 立 刻写 
出 它 的 各 个 渐 近 轿 数 ， 
30 


一 1 1 
Tn Bn41tnta 
那么 显 见 
二 dn 十 1 1 1 1 


i da nn . 
它 和 a 的 第 % 个 渐 近 分 数 的 差别 仅 在 于 将 bn 换 成 wo, 于 是 四 
定理 1 立 列 得 到 


定理 2 
2 十 ] Dn Pn 
一 起 a {% 2 。 
定理 总 FE 他 〔 一 3 (NR 1) 
Poln sn Pn 《 一 二 Yt . (N22) 可 
证 “ 易 见 


太 106 一 的 Po 一 (Gog3 十 1》 一 Cgo 一 卫 。 
由 定理 1 可 知 
Pa — Pe Pn aa Pg) Yn Cn Ina) Pn—1 
= ~ Pra 2 Fn 1 2) 。 

故 由 数学 当 轴 法 ,了 开 齐 得 出 第 一 个 式 子 ， 

仿 用 定理 1 和 第 一 式 ,得 出 

0 
= (一 1 和 ty 

从 定理 3 的 第 一 式 可 以 看 到 , 2。 与 9 的 任何 公约 数 ,一 
定 除 得 尽 ( 一 1)” 1, 所 以 得 到 

菏 和 和 名 互 素 ( 部 它们 的 最 天 及 的 数 是 I)。 


Pe 【一 1 一 nt 
一 了 和 
定理 4 Yn qa ntti nnn 1 dn) 


Pn __ Cnpy Pn Dal Pn (—1)" 


fh -一 -一 。 
dn nt Os + dn a(t 十 Ta 


Dn Ant Pn+tit Dn Pn 【一 ] “gars 


nn Easy dnt Fn Ta Td tn 
一 四 ”实数 作为 有 理 数 的 极限 


在 本 所 中 ,我 从 假定 a 是 无理 数 。 由 上 节 定 理 3 推 得 


Pn_ Pri 【一 1 
人 nm -1 他 pn- 3 


Pan_ Pa 【一切 "an 
Gn day nn 


由 此 填 由 定理 4 ,我 个 得 到 
a 


虐 -一 


Han 


Gn ~ “ge an 二 
和 
于 > pe > 于 >… ,> ad 和 
和 1 二 1 
而 且 上 -22|= i 


hg,, Yani oman—: " 

当 % 匹 限 二 大 时 ,由 上 节 定 理 ;二 人 gi 十 5 六 个.1、 
因为 ga 一 1 ,所 以 @”， 因此 加 也 雹 限 增 大 。 而 全 4 是 一 北 
丧 的 数列 ， 趋 于 极限 as et 人 2 阳 
上 节 定 理 4 可 网 当 m 一 *co 时 ，|a 一 如 


Bs 


定理 5 天 起 于 ae， 而 铝 比 如 >! 村 接近 于 a。 也 就 是 


n=! 
| 到 < 名 |， 
钱 ”由 定理 4 已 知 
a ~ 


On qn(aati Tn gn-1) + 


Py 1 ot D Mente 
gn~1 n-ne) 


由 于 an 1 及 grim 所 以 


及 


_ 1 < nt 
Can Gr gn) dn-tlantl Tada 


得 
这 证 明 也 输出 了 
nn nt 1 
定理 6 va 
因此 推出 
定理 7 。 有 无 限 多 对 整数 D,9 使 
1 
“一 全 |< 训 
一 五 ”最 佳 珊 近 
疝 题 求 册 所 有 的 车 , 使 它 比分 母 不 大 于 Q@ 的 一 切 分 数 
(不 等 于 可 ) 都 更 接近 二 a, 序 要 求 ， 


jz -各 |< je 了 Je<Q zx 如 (1) 

完 讨 一 知 步 畦 果 . 

寅 建交 N17 
更 接近 于 a， 

证 不 妨 淄 视 ”是 偶数 ,至 于 是 奇数 的 情形 可 以 完 
同样 地 浆 明 . 

党 “一 郸 ,定理 自然 成 立 ， 吏 在 腿 丽 “s 从 车 乞 比 色 更 
搂 近 于 a. 由 定理 5 可 知 
和 | 一 全 < 


i 
| it 


部 


Ee- P< aa 
EE ?7 
也 就 是 
名 < 人 < < {2) 


扬 以 我 位 只 须 耗 明 适 合 上 式 的 分 数 丘 , 必 有 分 忌 9>gn， 
如 果 


a < 于 < 


dn—1y 
河 么 


1 Dp-i__P -Pail L 
a 
Ten Bn 宇 = Tn Fn-itanfda-1 Tn 


因此 
> ei ni 


同样 地 由 


的 < 记 < 


可 以 得 由 9>9on> 各 ， 于 是 宋 理 得 到 让 朋 ， 
在 宅 雷 的 证 朋 过 程 中 ,我 们 还 推出 下 述 的 葵 断 ， 
深 车 记 在 侣 和 a 之 间 . 闭 就 沉 有 9 
定理 8 襄 明 渐 近 分 数 漠 中 本 节 开 始 所 提 血 题 中 对 石 的 帝 
求 (1 ) ,但 我 们 还 不 知道 能 满足 ( 1 ) 的 三 是 否 仅 限于 浙江 分 


歼 ， 关 于 这 个 问题 ,我 们 布下 兢 的 定理 
寄 理 9 {1 ) 在 分 导 示 大 于 人 ni 一 四 的 一 切 分 数 昌 ,只 有 


+ 1 {2 gg 


满足 !T)， 
{让 表 m2. 在 代 择 类 于 9、 但 奉天 于 的 一 切 分 次 
让 .只 清 


Hart Pr sy 4 o ne) ee | 
ENT ns | < 
tent On 《5 (ov gu en 


满足 (1) 
证 ” 先 证 (ji )， 我 们 有 
WT 二子 (EYE) 


qo 和 mm+ 寺 至 “的 距 殉 分 别 等 二 二 和 圭一 二 ,所 以 当 而 且 仅 


当 29> on 或 妆 9> 时， 站 7 二 岂可 机 接近 于 六 对 


L a 


于 任何 9, 和 do+ 直 的 距离 等 于 土 , 所 以 mo+ 二 ( 
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<a0) 比 分母 不 大 于 9 的 其 它 任何 分 数 都 更 接近 于 a 
(二) 的 证 明 ;我 们 假 训 是 俩 数 , % 是 奇数 的 情形 可 以 癌 


样 证 明 ， 
由 定理 8、4 .5 可知 
ns — Bel Pn Dn 
和 一 3 gn 2° Gn ne | (3} 


六 轨 2322 一 fe 二 和 到 二 到 六 的 下 了 玖 福 等 ， 而 名 = De! 导线 如 过 更 接 
近 于 &. 如 又 比 更 接近 于 a.) 


设 总 满足 ! 1 和 ri 二 昌 守 如 ,那么 避 有 


王 _ ja-!1 
| “< 
名 
Pn Dn- 
“ 中 mr “好 SA 2 
也 就 是 


Cr 
其 次 ,由 晶 记 4 和 和 定理 吕 隐 了 杀 , 不 可 能 有 如 < 各 <a, 耻 世 
不 可 能 将 Co 卫 碎 骂 丰 
2 (4) 


再 次 ,出 定 更 3 二 得 


Dn [和 和 -二 区 相交 nm 于 i 

一 2 Tt EE 一 一 一 

me Tan- dn- CL} =< Ee i 
-bn ， 五 

人 ‘5) 


折 以 必 有 了 瞧 一 的 和 (0 去 <cen) 使 
Pl Dae oa 一 Ee Ct1i)ps 1+ Pn-2 【日 小 


说 n 一 1 十 位 4 一 a Cot Tg nL? 
郎 
inPn-t tue Pn (tut 1) pn- Pe- 
A 1 < 一 (iat) qn-1t ds" 
将 9 一 名 9 代入 上 式 ,并 加 整理 ,最 后 得 
dn 捍 一 


Ln ry om 一 
加 (Ce. ep) 1< lo 起 《an 了 - 


由 (4) (5)、C6) 必 有 险 一 的 (+1< lon 使 


(ipnit Vn-y < 了 pm-1 十 1 Dn 
({—1) 全 nt 十 CH? 本“ Lyn— ni due" 


般若 等 式 不 成 并 ,名 济 


C1 pri Pr- F t Pia! 二 Drs 
园 一 13 nl 十 dns 世 了 Fn—1 二 ita 3 


那 就 有 
. 加 1 < 忆 QD) Pat pees { Pa-t Pn~2 
OT ta] SO 1) gt 1h 2 
i DS hu 1 
(Tn Cn an 人 dr 十 da。 
部 得 
Q> in nae 
但 
_ 工 {pnt Pn-2 
° TT ton— TO， 
到 3 i Dn Pn 
这 和 要 求 (1) 矛 盾 。 所 以 必 有 瑟瑟 于 (lo+IsBssmo) 。 
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皮 之 ,这 些 分 数 的 分母 都 适合 9: 反 外 所 go, 挟 且 它们 满足 


a 入 一 吉 
(1)， 因 为 假如 也 和 a 的 距离 小 于 或 等 于 7 a 


闪 距 次 ,那么 二 或 者 琐 在 人 和 et 2 之 阐 , 而 由 定理 8 的 系 


得 gg 或者 汪 在 中 之 陪 , 而 有 CQ<h<an) 使 


pe a 扫 M 一 3 了 Pali pas 
站 一 1 (Et) fn~t+ a 


不 上 闸 同 样 的 证 明 ,得 到 gw (人 十 条 9 十 9 六 了 十 Gearv 
所 以 总 有 
yin 十 | " 


也 就 是 说 了 后 守 2e 才 (461 <1 ew) 满足 (1)。 定理 外 完 、 


村 尾 本 节 开 始 所 提出 的 问题 得 到 完全 的 解 凑 。 


mh Ee 
一 区 半 束 语 


我 们 在 这 里 只 挑选 了 少数 容易 襄 明 的 应 用 ， 就 央 题 的 性 
珊 米 遍 , 应 用 的 落 图 起 寞 广 的 。 凡是 儿 种 周期 的 起 遇 或 复 溢 ， 
才 可 能 用 到 这 一 套数 学 ;而 多 种 周期 的 更 鳞 , 低 常 出 更生 声 
流 , 江 流亡 被 ,水波 和 定 气 波 的 研究 之 中 、。 双 如 岂 壬 乱 电 4@ 分 
多 受 某 种 证 击 力 ,每 晤 ?分 乱 曼 勇 一 种 冲 埋 力 ,用 这 讲 数 学 洒 
世 确 定 去 玉 每 距 人 -次 ,等 等. 

恋 辟 和 是 为 中 学 生 局 的 ， 和 这 有 关 的 六 名 有 趣 记 ,次 深入 
的 阅 题 .这 忆 椒 次 了 、 要 掉 站 一 步 了 油 的 装 省 ,可 以 大 圭 掉 车 
« 数 询 导 引 > 第 十 说 、 

为 了 迹 芒 1963 年 的 就: 关 亮 瞧 , 这 本 小 莹 号 得 术 总 全 闻 ， 
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没有 纸 过 充分 的 修 能 和 考 氏 ,更 没有 预先 和 中 学 生 们 在 一 起 
法 局 研究 一 下 , 藻 望 重 者 ,特别 是 中 学 数 师 和 高 中 同学 们 多 多 


i963 年 柠 节 演 稿 对 从 化 温泉 


在 洛 稿 之 后 ,又 改 写 了 疙 区 。 中 国 科 技 大 学 高 等 数学 教 
研 室 融 主任 费 异 网 志 健 吉 原 稿 担 出 了 不 少 宝贵 意见 ， 中 国 科 
学 院 自然 科学 中 研究 室 严 效 杰 网 过 提供 了 有 价 伪 的 功 史 考 
科 . 而 在 改 二 过程 中 ,又 钥 得 到 呈 方 , 佬 就 滞 、 锁 感 刚 , 谤 根 道 
加 位 同 囊 的 帮助。 特别 是 吴 方 同 起 对 第 十 二 到 十 五 节 作 了 重 
大 修改 , 徐 豆 洒 闻 志 对 有 关 天 文 的 部 分 提 了 很 多 意见 ,六 北京 
天 文 迄 刘 凯 体 问 志 提 供 了 令 宇 价 节 “五 星 联 珠 ,七 体 则 宫 ” 更 
象 的 贸 课 ,对 于 以 上 履 同 志 的 帮助 ,一 大 在 此 和 致 许 。 

于 中 国 科学 技术 太 学 
1962 年 四 月 六 日 
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附录 租 冲 之 能 介 


租 神 之 , 字 文 远 , 生 于 公元 429 年 , 辛 于 公元 500 年 。 他 
的 宜 籍 是 范阳 那 井上 县 ,就 是 现在 的 河北 省 汝 源 县 。 了 他 是 十 北 
朝 时 代 南 朝 宋 齐 之 各 的 一 位 杰出 的 科学 家 。 他 不 仪 是 一 征 数 
学 家 ,同时 还 通晓 天 六 历法 ,机械 制 造 , 普 乐 , 井 且 是 一 位 交 学 
家 . 

在 机 祈 和 制造 方面 , 他 重 造 了 指南 车 , 改进 了 水 砍 磨 , 创制 
了 一 不 “千里 船 ”>， 在 秋 乐 方 商 , 人称 他 “精通 " 簿 律 ”, 独 步 一 
时 " 。 在 文学 方面 ,他 著 有 小 汗 < 述 异 奶 > 十 着 。 

租 家 让 批 代 代 玫 对 天 六 历法 有 研究 ,他 比较 容 蜂 接 衣 记 
数 掌 的 菇 献 和 历法 究 料 , 国 此 他 从 小 对 类 学 和 天 奖 学 就 发 生 
兴趣 。 用 他 自己 的 茵 来 吉 , 他 从 小 莽 “专攻 煞 术 , 搜 烽 古 全 ?”. 
这 " 搜 *"“ 炼 "两 个 字 , 到 划 田 他 的 党 学 方法 和 精 剖 ， 

“ 搜 " 表 归 他 不 但 闭 语 了 和 福 介 相 传 的 交 献 和 资料 ,还 二 动 
小 寻 找 从 远古 匀 他 所 生活 的 时 代 的 各 项 六 献 和 观测 筷 录 , 忆 
就 是 识 亿 尽量 强 收 了 前 人 的 成 就 。 而 更 重 横 的 还 企 * 烽 ” 字 
工 , 他 不 公关 莉 了 这 些 文献 和 午 料 , 振 上 且 做 过 一 些 “ 自 表 及 电 ， 
去 准 存 精 * 光 工作 ,把 自己 所 乾 到 的 资料 灰 过 消化 , 据 为 己 和 可. 
最 具体 的 例子 是 注解 了 我 图 记 和 罗 上 的 名著 《 九 章 算 术 »， 

从 }“ 情 过 党 习 和 浓 化 了 吉 人 的 成 就 和 上 古 代 的 绰 料 ,但 起 
他 不 为 吉 人 所 局 图 ,他 湛 不 " 虚 准 古人 ”, 这 是 荔 一 个 可 侦 的 特 
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点 。 例如 他 接受 了 刘 徽 算 峡 所 率 的 方法 ,但 是 他 莽 不 满足 于 
刘 微 的 精 果 3.1445 ,他 进一步 计算 , 算 芭 败 内 接 正 1536 边 
形 , 得 出 阁 周 率 8.1416。 但 是 他 还 不 满足 于 这 一 精 果 ,又 推算 
下 渗 , 得 出 
3.1415926 F<3,1415927. 

过 一 精 果 前 重要 意义 和 在 于 指 由 良 差 范围， 大 家 不 要 低 代 这 个 
工作 , 避 的 工作 量 是 扯 当 瓦 大 的 。 持 少 村 对 9 位 数字 反复 进 
行 130 次 以 上 的 各 种 运算 ,包括 开 方 在 办。 郎 使 个 天 我 们 用 
纸 笔 来 算 , 也 狗 不 是 一 件 沟 松 的 事 ,何况 古代 计算 还 是 用 算 
筹 ( 小 竹 棍 ) 来 进行 的 呢 ? 这 需要 怎样 的 和 心 和 规 力 啊 ! 他 这 
种 严 奸 不 苟 的 治学 态度 ,不 怕 复 杂 计 算 的 儿 力 ,都 是 值得 我 们 
学 习 的 ， 

他 在 历 法 方面 测 出 了 地 球 结晶 一 周 的 时 中 是 
3865.24231481 日 ， 中 况 在 知道 的 数据 365.2423 对 有 昭 ,知道 他 
的 数 箱 淮 到 小 数 荣 王位 这 当然 是 由 于 受 当 上 肝 仪 器 的 限制 ; 
根 少 这 个 数字 , 翁 提 出 了 把 农历 的 19 年 7 了 曾 改 为 391 年 144 间 


的 主张 。 这 一 论断 吧 有 它 出 于 测量 不 浴 的 启 限 性 , 亿 是 他 的 
数学 方法 是 正确 的 ( 斌 考 可 忆 根 据 本 将 的 叭 述 求 判断 这 一 建 
凡 的 类 密度 :二 宇和 0.36826 只 能 准 济 四 位 ,证 二 0.3684 
i dy 下 

1 I ,a0 
‘301 — 0.36829. S15 9.36325), 

伺 这 种 勤 竺 实践 .不 以 复 水 计算 和 精 相 测量 的 精神 ,正如 
他 所 说 的 “ 闪 划 未 尺 , 身 察 仪 涯 , 目 尽 之 砷 , 心 窒 筹 算 ”"， 出 于 


有 这 样 的 精神 ,他 浅 砚 了 当时 历法 上 的 钳 训 ,因此 普 卑 糊 制 出 
刁 


新 的 历法 ,这 是 当时 最 好 的 历法 .在 公元 463 年 ( 刘 宁 大 明太 
年 ) ,他 上 才 痊 皇帝 刘 通 , 靖 计 菇 央行 ,定名 为 “大 明 历 ”. 

新 的 历法 遭 到 了 戴 法 兴 的 皮 对 。 戴 是 当时 皇帝 的 宠幸 人 
物 , 百 宜 惯 怕 喜 的 权势 ,多 所 附和 ， 戴 法 兴 歼 为 "古人 制 章 ” 
“万 世 不 易 ” ,是 “不 可 草 " 的 ,认为 天 交 历 法 "非凡 夫 所 测 "。 巷 
玛 于 奶 姐 祁 之 是 "让 天 背 奴 ”, 识 “ 非 讳 之 滥 虚 , 妻 可 和 穿 洲 "的. 
棚 济 之 大 没有 为 这 权贵 所 吓人 锁 , 他 号 了 一 篇 < 鼎 烙 ? , 训 " 硕 珊 
居 据 ,以 伏 理 实 " ,并 表示 了 “ 渗 曾 感 赂 , 物 非 所 根 ” 的 正确 这 
场 . 

这 塌 斗 千 福 神 之 寿 澳 有 得 到 昨 利 ,一 昨 到 他 死 后 ,由 于 他 
的 片 子 秽 上 蜡 的 再 三 坚持 ,和 缀 过 了 实际 天 象 的 答 验 ,在 公元 510 
年 ( 深 天 监 刀 年) 才 正 式 壬 行 。 这 已 经 是 祖冲之 死 后 的 第 十 个 
任 头 了 . 

租 冲 之 的 数学 专著 “医术 ?> 马 经 失 伐 。“ 险 书 > 中 写 道 ， 
“…… 香 冲 之 …… 所 车 天 ,名 为 共 术 ,学 宕 莫 能 完 其 深 岗 ,是 下 
”上 广 而 不 理 .” 这 是 我 们 数学 史上 的 一 个 电大 捐 失 ， 

完 神 之 旭 已 去 徐 一 耶 四 百 多 年 ,但 他 的 广泛 卉 收 吉 人 成 
就 和 而 不 为 共 所 掀 沁 , 展 兰芝 动 .勇于 前 造 和 到 于 坚持 尾 理 的 精 
般 , 仍 旧 是 我 们 应 当 学 习 的 楼 样 。 


